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Introduction 

Le principal propos de cet article est d'appliquer la theorie de Christol-Mebkhout 
a la demonstration de la "conjecture de monodromie locale p-adique" de Crew. 

0.1. Si A; est un corps fini de caracteristique p, la structure du groupe de Galois 
Gk{{z)) = Gal{k{{z)y^'P / k{{z))) est plus compliquee qu'en caracteristique 0, et 
partant, la theorie de ses representations en est plus riche. 

Dans le cas des representations ^-adiques (continues, de dimension finie, avec 
(. ^ p) ou, ce qui revient au meme, des faisceaux etales £-adiques sur Speck{{z)), 
le theoreme de monodromie locale de Grothendieck affirme que I'inertie T = 
agit de maniere quasi-unipotente : un sous-groupe d'indice fini agit de 
maniere unipotente ; en d'autres termes, la representation de I'inertie devient ex- 
tension iteree de representations triviales si on remplace k{{z)) par une extension 
finie separable convenable (en general non abelienne). 



Dans []14|], Crew conjecture un analogue p-adique de ce theoreme, pour les F- 
isocristaux surconvergents sur Spec k{{z)), et met en valeur son importance. 

Ces isocristaux surconvergents "locaux" sont, en langage plus concret (mais qui 
obscurcit un peu 1' analogic avec les faisceaux etales £-adiques), des modules diffe- 
rentiels M sur le corps differentiel 8^ des fonctions analytiques bornees sur une 
"mince" couronne C(]r, 1[) de rayon interieur r non precise, a coefficients dans un 
corps K complet pour une valuation discrete p-adique de corps residuel k. 
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Un point technique important dans la conjecture de Crew est le passage de 
f ^ a I'anneau TZ des fonctions analytiques non necessairement bomees sur une 
couronne C(]r, 1[) de rayon interieur non precise (qui a I'avantage sur f ^ d'etre 
auto-dual pour la dualite locale de Dwork). 

Toute extension finie separable de k{{z)) donne naissance a une extension finie 
de E'^ et de TZ respectivement, et la conjecture affirme que si M admet une structure 
de Frobenius, alors M est quasi-unipotent, i.e. devient extension iteree de modules 
differentiels triviaux sur une extension finie de IZ provenant d'une extension finie 
separable de k{{z)). Cette conjecture "explique" les isocristaux surconvergents sur 
Speck{{z)) admettant une structure de Frobenius en termes des representations 
p-adiques de Gk{^(z)) dont I'image de I'inertie est finie. 

Le passage de 8'^ (en faveur chez Dwork-Robba) a IZ etait aussi la cle des 
progres que Christol et Mebkhout ont accomplis dans I'etude des equations differen- 
tielles p-adiques, avec pour motivation la conjecture de I'indice de Robba. L'une 
de leurs innovations majeures est la theorie des "pentes p-adiques" des modules 
differentiels sur 7Z, definies en terme de convergence de solutions en divers points 
generiques. Comme application de leur theoreme de I'indice, ils obtiennent une 
propriete d'integralite a la Hasse-Arf pour la filtration par les pentes p-adiques. 

C'est la I'outil essentiel dont nous nous servons pour demontrer la conjecture de 
Crew, sous la forme renforcee suivante (et sans supposer k fini). 

0.1.1. Theoreme. Tout module differentiel de presentation finie sur IZ admettant 
une structure de Frobenius est quasi-unipotent, i.e. possede une base de solutions 
dans TZ'^ogz], ou TZ' est V extension finie etale de IZ issue d'une extension finie 
separable convenable de k{{z)). 

Notre resultat est plus precis : il determine le groupe tannakien attache a la 
categoric des modules differentiels admettant une structure de Frobenius sur une 
"couronne p-adique infiniment mince" (theoreme [7.1.1[ ), et relie directement cette 
categoric a celle des representations p-adiques du corps local k{{z)) a inertie finie. 

En fait, nous elucidons d'abord la structure de cette categoric de modules diffe- 
rentiels, pour en deduire la structure de ses objets. 

0.2. On rencontre deux types generaux de filtrations dans di verses situations tan- 
nakiennes concretes : celles du type "pentes frobeniusiennes", qui se comportent 
"additivement" pour le produit tensoriel, et qui ont ete formalisees par Saavedra 



[ |28| , IV] ; et celles pour lesquelles le produit tensoriel de deux objets de pentes 
< A est de pentes < A (c'est le cas de la filtration par les pentes p-adiques). 

Nous formalisons ce second type de filtration par les pentes, dans une categoric 
tannakienne quelconque. On peut attacher a tout objet son polygene de Newton 
suivant la recette classique. Dans tous les exemples interessants, il s'avere que le 
polygene de Newton de tout objet est a sommets entiers. Nous appelons y?/fra?/o« 
de type Hasse-Arf une filtration par les pentes ayant cette propriete remarquable. 

En pratique, comme I'illustre I'exemple originel de la filtration de Hasse-Arf sur 
les representations finies d'un groupe de Galois local, on dispose en outre de fonc- 
torialites (changements de base finis) verifiant certaines compatibilites partielles 
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(de type Herbrand) vis-a-vis des filtrations, qui enrichissent beaucoup la theorie. 
Nous adaptons une part de ce formalisme au cas des filtrations de type Hasse-Arf 
abstraites. 

On obtient alors une situation oil interferent la theorie des representations (as- 
pect tannakien), la combinatoire (integralite des polygenes de Newton), et des 
transferts. Cette situation est extremement rigide. On peut demontrer, sous cer- 
taines hypotheses sur les objets de dimension un, un theoreme de structure general 



(5.2.1) qui est la principale innovation technique de I'article. 

Ce theoreme n'a rien de "p-adique" : la possibilite de I'appliquer aux isocristaux 
surconvergents repose essentiellement sur les resultats de Christol-Mebkhout. A 
posteriori, le theoreme de monodromie locale p-adique |0. l.l| permet de retrouver 
et comprendre beaucoup de leurs enonces de maniere galoisienne, et meme d'aller 
plus loin dans I'analyse des modules differentiels irreductibles (§0). 

0.3. Le theoreme de monodromie locale ^-adique de Grothendieck vaut non seule- 
ment pour les corps locaux de caracteristique p > 0, mais aussi pour les corps 
locaux K d'inegales caracteristiques (0,p). Pour un tel corps, I'analogue p-adique 
du theoreme de monodromie locale est la conjecture de Fontaine [|T8]] sur les 
representations p-adiques de corps p-adiques, qui s'enonce ainsi : 

Toute representation de De Rham est potentiellement semistable. 

Le lien entre cette conjecture et celle de Crew a ete mis en lumiere dans un travail 
recent remarquable de Berger (un pas anterieur important etant le theoreme de 
surconvergence de [^). II y demontre entre autres : 

0.3.1. Theoreme. (Berger 5] ). // existe un ®-foncteur fidele et exact de la 
categorie des representations p-adiques de De Rham de K vers celle des modules 
differentiels de presentation finie sur TZk admettant une structure de Frobenius. 
En outre, une representation est potentiellement semistable si et seulement si le 
module differentiel associe est quasi-unipotent. 

La conjecture de Fontaine resulte immediatement des theoremes D.3.1| et |0.1.1| . 



0.4. L' article se termine par une breve discussion de la conjecture de Dwork sur 
les structures de Frobenius, et des extensions canoniques. 



Les idees contenues dans ce texte sont une evolution de celles de (ou un 
contre-exemple putatif propose par Z. Mebkhout, longtemps reste en suspens, etait 
mis au ban d'essai). Je remercie Bruno Chiarellotto et Pierre Colmez de m'avoir 
fortement encourage a les rediger enfin, en m'expliquant le lien avec le travail de L. 
Berger et la conjecture de J.-M. Fontaine. Je les remercie aussi, ainsi que R. Crew, 
pour leurs commentaires sur le texte. 
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1. FiLTRATIONS PAR LES PENTES DANS LES CATEGORIES TANNAKIENNES 
1.1. On formalise ici quelques proprietes des filtrations par les pentes rencontrees 



dans divers contextes (voir [ ]20| , II] pour le cadre differentiel, [|21|, I] pour le cadre 
des representations galoisiennes £-adiques). 

On se donne une categoric tannakienne T sur un corps E. Par sous-categorie 
tannakienne de T, on entendra toujours une sous-categorie strictement pleine con- 
tenant I'unite 1, stable par sous-quotient (au sens de T), par ©, (g) et dualite ^. 

On se donne un systeme decroissant, indexe par A € R>o, de sous-foncteurs 
E-lineaires exacts F^^ du foncteur identique de T. 

Ces endofoncteurs definissent un systeme d'endofoncteurs i?-lineaires exacts 

gr^ = (lim^<A F>^)/F>^ pour A > 0, et gr^ = id/F>^ 

(pour verifier I'exactitude, on peut remarquer que comme tout objet M est de 
longueur finie, on a lim^<A F^^{M) = F^'^[M) pour u < \ convenable). 

On note T<\ la sous-categorie pleine de T formee des objets sur lesquels F^^ 
s'annule. C'est une categoric abelienne, en vertu de I'exactitude de F^^. 

Faisons en outre les hypotheses suivantes : pour tous M,N e Ob{T) et tout 
A > 0, on a 

FPi) lim x>o F^^ est le foncteur nul, 

FP2) lim^>AF>'^ = F>\ 

FP3) F>^(1) = 0, 

FP4) F>\M) = F>^{N) = ^ F>^{M (g) N) = 0. 

FP5) F>\M) = ^ F>^{M"^) = 0. 

Alors les 7<a forment un systeme croissant de sous-categories tannakiennes de 
T, dont la reunion est egale a T. Notons que la condition de "continuite a droite" 
FP2) se traduit par : 

1.1.1. Definition. Un systeme de foncteurs F^^ comme ci-dessus sera appele une 
filtration par les pentes de T Q 

Comme tout objet M de T est de longueur finie, sa filtration F^-^{M) n'a qu'un 
nombre fini de sauts Aq, Ai, . . . (tels que gr\^{M) ^ 0), qui definissent les pentes 
de M. II est parfois utile de convenir que est de pente —00. 

1.1.2. Remarque. Les conditions FP4) et FP^) se traduisent par : si les pentes de 
M etN sont < A, il en est de meme des pentes de M N, et iV^. 

1.1.3. Lemme. On a une decomposition canonique, fonctorielle, de tout objet M = 

®gr>^{M), etF>^{M) = ®^^xgr^iM). Pour fj, / A, ona Homr{gr^{M), gr''{M)) 
0. 



^on prendra garde a ne pas confondre cette notion avec celle de ^-filtration introduite dans 
IV.2.1], qui n'a rien a voir. 
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Demonstration. De la condition FP^), on tire, par symetrie, que gr'^{M) = 

<=^ gr'^{M^) = 0. Soit Aq la plus petite pente de M. Par recurrence sur 
la longueur de M, il suffit, pour la premiere assertion, de montrer que la projection 
M gr^'^{M) admet une section. 

Considerons le monomorphisme gr^°{M)'^ ^ M^. Son image est purement 
de pente Aq, done le compose gr^°{MY ^ — » gr'^'^'{M^) est encore un 
monomorphisme. En passant au dual, on trouve que le compose {gr^°{M^)Y ^ 
M — » gr^'^{M) est un epimorphisme, d'oii la premiere assertion. 

La seconde assertion resulte de la et de ce que gr^gr'^{M) = 0. □ 

1.1.4. Corollaire. Tout objet indecomposable deT n'a qu'une seule pente. □ 

1.2. On suppose maintenant T munie d'un foncteur fibre 

oj :T ^ VecE- 

Notons G le i?-groupe affine Aut^uj. Par la theorie tannakienne, le systeme des 
T<:x definit un systeme decroissant de sous-groupe fermes normaux < G, tels 
que G<A := G/G^^ = Aut^uJir^^. Pour A = 0, on ecrit plutot Go que G<o 
(puisqu'il n'y a pas de pente negative). Terminologie : G^" est le ''sous-groupe 
sauvage", et Go le "quotient modere". 
On a 

uj{Mf^^ = e^<A ojigr^'iM)) 

f|G>^ = l (parFPi), 

tandis que la condition FP2) se traduit par : 

SG) G^^ = G>^ (adherence de Zariski de la reunion). 

/i>A 

1.2.1. Remarques. a) Si T' C T est une sous-categorie tannakienne, la restriction 
a T' de la filtration par les pentes de T definit une filtration de Aut^uj^q-i qui 
n'est autre que la filtration par I'image des G^^ par 1' epimorphisme canonique 
G = Aut^u; Aut^uJiT' (^<a = ^<a n T'). 

b) Soit E' /E une extension finie. On a une notion d'extension des scalaires 
Ti^E') ^ 1^ Saavedra cf. [28, III.l] : c'est la categoric des i?'-modules dans T 



T(^E') 6st naturellement equivalente a RepE' {G ^e E'), et on a un foncteur M 
M (Si E' de T vers Ti^e')- Si T est munie d'une filtration par les pentes, il existe 
une unique filtration par les pentes T(^e') compatible avec ce foncteur : les pentes 
d'un i?'-module dans T sont les pentes de I'objet de T sous-jacent. Les groupes 
Ggi^ correspondants ne sont autres que les G^^ ®e E' . 

1.2.2. Notation. Pour tout A > 0, on pose G^^^ = |^ G>^. 

■^si E' /E est separable, peut aussi se decrire comme I'enveloppe pseudo-abelienne de la 

categorie obtenue a partir de T en etendant les scalaires a _E' , c/; [W 5.3.2]. 
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Ce sont des sous-groupes fermes normaux de G, et on a les proprietes suivantes : 

Pi G(^) = 1, G>^ = [j VA > 0, G>^ C G(^) VA > 0, 

A>0 /t>A 

CG) Pi G(^) = G(^) (continuite a gauche), 

A>^>0 

SSI) pour tout M € Oh{T) et tout A > 0, la sous-representation triviale 
uj{M)^'^^'' est facteur direct de uj{M) en tant que representation de G*-^-*. 

Cette derniere condition ("semisimplicite pour la valeur propre 1") vient de ce 
que pour tout A > 0, 

u:{Mf''' = e^<A ^(5r^(M)) 

admet ®^>a uj{gr^^{M)) comme supplementaire stable sous gw. 

1.2.3. Theoreme. La donnee d'une filtration par les pentes {F'^'^)\>o ^ur T 
equivaut a celle d'une filtration decroissante separee (G^^-* <l G)a>o /"^r des sous- 
groupes fermes normaux verifiant les conditions CG) et SS\). 

Demonstration. Pour toute filtration par les pentes, on vient de voir que systeme 
des G^'^) definis en |1.2.2| verifient les conditions du theoreme. Observons en outre 



que F^^{M) est determine par 

u){F>^{M)) = Ker(tj(M) ^ uj{M)a>x) 

ou uj{M)q(x) designe I'espace quotient des co-invariants (qui est canoniquement 
isomorphe a I'espace des invariants puisque ce dernier admet un supplementaire 
stable). 

Passons a la reciproque. On se donne une filtration G^^) < G comme dans le 
theoreme. Pour tout A > 0, on pose G>^ = U^>A G^^^- lis ferment aussi une 
filtration decroissante separee par des sous-groupes fermes normaux, et verifient 
I'analogue de la condition SSI) (en fait I'image de G^^ dans GL{u{M)) s'iden- 
tifie a I'image de I'un des G^^^). Puisque G^^ est normal dans G, Ker(u;(M) — > 
uo{M)q>x) est G-stable, done s'identifie atj(F>^(M)) pour un sous-objet F'''^{M) 
de M. On obtient ainsi un foncteur M ^ F^^{M). 

Compte tenu de SSI), la formation des co-invariants est exacte, done M i— > 
Lo{F^^{M)) est exact, et finalement M i— s- F^'^{M) est exact puisque uj est fidele 
et exact. Les conditions FPi ) et FP3 ) sont clairement remplies. La condition FP2 ) 
se traduit par SC), qui est avec la definition ci-dessus de G^'^ une tautologie : 

LUT"^^ = U;,>A LU^T^- Quant a FPa) et FP5), elles suivent de ce que la 
sous-categorie pleine de T formee des objets M tels que G^^ agisse trivialement 
sur uj{M) est une sous-categorie tannakienne, ce qui est clair. 

II est aussi clair que cette construction (G^^^^) 1-^ {F^^) est inverse a gauche de 
la construction (F>^) ^ (G^^)) de jO^. II reste a voir que c'est aussi un inverse 
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a droite, ce qui revient a voir que 

g(^) = fi U gm. 

L'inclusion C est claire; il s'agit de montrer I'inclusion opposee. C'est la qu'in- 
tervient la condition CG) : G^^^ = p| G^''\ On conclut du fait que G^^'^ D 

/i<A 

1.2.4. Corollaire. On a les inclusions : 

®„<x gr^{M) ® grf'iN) c gr^{M ® N), 

gr^{M) (g) gr^{N) c ©^<a gr^'{M ® N), 

©//<A ( Hom (qr^(M), qr^{N) Hom (qr'^(M), qr^(N))) C gr^{Horn{M, N)), 

Hom (qr^(M),qr^(N)) C ©^<a qr^{ Hom (M,N)). 
Demonstration. Par FP4) et -FP5), on a 

gr^{M) ® gr^'iN) C ©.<^„a.(A,M) iV), 

Ham{gr\M),gr''{N)) C ©.<„,a^(A,^) gr" {Hom{M , N)) , 
d'ou les deuxieme et quatrieme inclusions du corollaire. Demontrons la premiere 
(la troisieme est analogue). On a {io{gr^{M)))'-'''^^ = et (6j(5rr^(iV)))'^^^-' = 
uj{gr^{N)) si < A. On a done (u;(5r^(M) ® 5r'^(iV)))^'^' = 0, d'ou 
gr^{M) (g) gr^'iN) = gr^{gr^{M) (g) grf^iN)). □ 

1.2.5. Remarque. Les G^'*') etant des sous-groupes normaux non necessairement 
caracteristiques, on doit prendre garde au fait que la filtration par les pentes n'est 
pas necessairement invariante par auto-equivalence de T. On a toutefois le 

1.2.6. Sorite. Toute auto-equivalence de T qui est naturellement isomorphe au 
®-foncteur identique respecte la filtration par les pentes. En particulier, si u : 
T ^ T' est une equivalence de categories tannakiennes, et si on munit T' de la 
filtration par les pentes induite par u, tout quasi-inverse respecte les filtrations par 
les pentes. 

2. POLYGONES DE NEWTON ET FILTRATIONS DE HASSE-ARF 

2.1. Polygones de Newton. Soit T une categoric tannakienne sur E munie d'une 
filtration par les pentes {F^-^). Soit M un objet de T. Soient comme ci-dessus 
= 0,1 .. . , les pentes de M, rangees dans I'ordre croissant. 

On definit le poly gone de Newton NP{M) comme I'enveloppe convexe dans 
R>Q des points dim gr'^^ (M), Xj dim gr^j {M)), i>0, auxquels on joint 
par convention I'axe vertical. 

L'ordonnee du sommet le plus a droite (i.e. d'abscisse maximale) de NP{M) 
s'appelle la hauteur du polygene de Newton. 
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2.1.1. Lemme. La regie M NP{M) s'etend en un homomorphisme NP du 
groupe de Grothendieck Kq{T) (pour les suites exactes) vers le groupe attache 
au monoide additif des sous-ensembles convexes polygonaux de R>o- En outre 
iVP(M^) = NP{M). 

C'est clair, compte tenu de 1' exactitude de gr^ et de la propriete FP5) des fil- 
trations par les pentes. □ 

2.1.2. Lemme. La regie M 1— > hauteur [N P {M)) s'etend en un homomorphisme 

hNP : Ko{T) R 
qui determine completement la filtration par les pentes. 

Noter que par |1.1.4] , tout indecomposable M a une seule pente, donnee par 
hN P {M) / dmi{M) . Par KruU-Schmidt, il est alors clair que hNP determine 
completement la filtration par les pentes. □ 

2.2. Filtrations de Hasse-Arf. 

2.2.1. Definition. Une filtration de type Hasse-Arf - ou plus brievement : filtration 
de Hasse-Arf - est une filtration par les pentes telle que tous les polygenes de 
Newton soient a sommets dans N^. 

Cette propriete d'integralite joue un role essentiel dans la suite. On notera que 
dans le cas d'une filtration de Hasse-Arf, les pentes de tout objet sont des nombres 
rationnels. 

2.2.2. Lemme. Supposons donnee une filtration par les pentes {F'''^) sur T. Les 
conditions suivantes sont equivalentes : 

a) {F'^'^) est une filtration de Hasse-Arf, 

b) pour tout objet M, la hauteur du polygone de Newton de M est un entier. 

c) hNP est a valeurs dans Z. 

d) pour tout objet irreductible M, le produit de la pente de M par la dimension de 
M est un entier. 

Demonstration. En vertu de |2.1.1| , a) equivaut a I'integralite du polygone de New- 
ton des objets irreductibles, ce qui se traduit indifferemment par 6), c) ou d). □ 

Nous suggerons au lecteur de lire I'appendice A pour voir une manifestation 
de la rigidite qu'impose cette condition "combinatoire" dans le cas simple oii les 
pentes 7^ sont non entieres. 

3. EXEMPLES DE FILTRATIONS DE HASSE-ARF 

3.1. Representations galoisiennes finies. II s'agit de I'exemple de base qui jus- 
tifie la terminologie precedente. Soit K est un corps henselien pour une valuation 
discrete a corps residuel k parfait d'exposant caracteristique p>l. On a des suites 
exactes 

1^1 ^Gk = Gal{K'^P/K) ^ Gal{k'^P/k) ^ 1 
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I ^ V ^ I ^ n^^car fe Z£ ^ 1 

ou V est un pro-p-groupe (done trivial si p = 1). On a X = Gj^hs, ou K^'^ est 
I'henselise strict de K. 

On eonsidere iei Gk ,1 etV eomme sehemas en groupes profinis constants sur 
E, de sorte que les objets de RepEiGx) sont des representations d'image finie par 
definition. 

Soient < Gk les groupes de ramification de K en numerotation superieure 



(c/ [g5|]). Alors par le theoreme de Hasse-Arf (et via la proposition |1.2.3| ), les 



groupes Gj^^ munissent RepEiGx) d'une filtration de Hasse-Arf. La hauteur du 
polygene de Newton d'une representation V de Gk s'appelle le conducteur de 
Swan de V, cf. [^T]]. Le theoreme de Hasse-Arf equivaut a dire que c'est toujours 
un entieiQ. 

Les groupes sont aussi parfois notes G^^\ Notons que le groupe d'inertie 

G^'' n'est pas pris en compte par le formalisme des filtrations par les pentes : les 
pentes ne distinguent pas entre extensions non ramifiees et extensions moderement 
ramifiees. 

3.2. Representations ^-adiques. Ici on prend E = {£ p), et K comme 
ci-dessus. On eonsidere la categorie tannakienne Repcont{G k / Qe) des represen- 
tations ^-adiques du groupe compact Gk, c'est-a-dire des representations dans un 
Q^-espace de dimension finie qui proviennent de representations continues definies 
sur une extension finie non precisee de Q^. On note i?ep^„((T/Q^) la categorie 
tannakienne qu'on obtient en appliquant le (8)-foncteur RcSq^. C'est une sous- 
categorie tannakienne de Repconti^ / Qe) (si k est fini, on peut la voir comme la 
sous-categorie des representations admettant "une structure de Frobenius"). 

Les groupes de ramification de Gk definissent une filtration de Hasse-Arf sur 
^^Pconti^/Qi)' etudiee en detail dans [21]. 



Un argument de compacite bien connu montre que V agit toujours a travers 



un groupe fini (cf. [21, 1.10]). Une version du theoreme de monodromie locale 



£-adique de Grothendieck [|32|, App.] s'enonce ainsi : supposons que 

(*) aucune extension finie de k ne contient toutes les racines de I'unite d'ordre 
une puissance de i. (C'est evidemment le cas si k est fini). 

Alors tout objet de Rep^^^^iZ / Qi) est quasi-unipotent, i.e. la restriction de la 
representation a un sous-groupe ouvert de I est unipotente (et agit a travers le 
facteur de I'inertie moderee). 

Si ^G est le groupe tannakien sur associe au foncteur "espace sous-jacent", 
de sorte que Rep^gj^f{Z / Qi) ~ ^^PQi , on deduit de ce theoreme que 

^G^JxGa, ^G>°^V 

comme Q^-groupes affines. La filtration (^G^^^) correspond evidemment a celle 
de Z par I'isomorphisme precedent. 



■^recemment, Abbes et Saito ont defini une filtration par les pentes sur RepE{GK) sans I'hy- 
pothese que k soit parfait [|l|], mais il n'est pas clair que ce soit une filtration de Hasse-Arf. 
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3.3. Modules differentiels sur un corps local d'egale caracteristique nuUe. 

Soit E{{z)) un corps de series formelles sur un corps E de caracteristique nulle. 
Soit MC{E{{z))/E) la categoric tannakienne sur E des E'((z))[^] -modules de 
i?((2;)) -dimension finie. 

La theorie formelle des modules differentiels (Turrittin, Levelt...) associe fonc- 
toriellement a tout objet de MC{E{{z))/E) une filtration selon les pentes, cf. [|^, 
II]. La hauteur du polygene de Newton d'un objet M de MC{E{{z))/E) s'ap- 
pelle V irregularite (formelle) de M. C'est toujours un entier (trivialement), qui 



s'interprete comme un indice, cf. | |23| ] 



On obtient ainsi une filtration de Hasse-Arf sur MC{E{{z)) / E). La structure 
des groupes G^^^ est etudiee en detail dans [20, II]. 



Dans loc. cit. , Katz construit aussi une extension canonique de tout objet de 
MC{E{{z))/ E) en un module differentiel sur \ {0, oo}, d'ou un foncteur fibre 
canonique lo : MC{E{{z)) / E) Vcce en prenant la fibre au point 1. 

3.4. Modules differentiels sur des couronnes p-adiques. Soit K un corps com- 
plet pour une valuation discrete - ou plus generalement un corps maximalement 
comple^ - d'inegales caracteristiques. On note k le corps residuel (de carac- 
teristique p > 0). 

Soit IZ = 1Zk,z I'anneau (integre) des fonctions analytiques dans un couronne 
non circonferenciee C(]r, 1[) de diametre interieur non precise^. Soit MC{7i/ K) 
la categoric tannakienne sur K des 7^[^]-modules de presentation finie sur IZ. On 
peut montrer que tout tel module est en fait automatiquement libre de type fini sur 

n {% 2]). 

On considere la sous-categorie pleine MCS{7l/K) de MC{TZ/ K) formee des 
modules differentiels solubles vers le bord exterieur, i.e. dont le rayon de conver- 
gence au point generique de module p tend vers 1 avec p. II est facile de voir que 
c'est une sous-categorie tannakienne, stable par extension. 



• On doit a Christol et Mebkhout 1 11],| 12, 2] la construction d'une filtration de 



type Hasse-Arf sur M CS{TZ/K) : la filtration par les pentes p-adiques. 

Le facteur gr'^{M) est caracterise par la propriete suivante : pour tout p < 1 
suffisamment proche de 1, le rayon de convergence de toute solution de gr'^{M) 
non nulle au point generique tp de module p est 

Ou, ce qui revient au meme : F^^{M) = <^=^ M admet une base de 
solutions analytiques dans le disque non circonferencie de centre tp et de rayon 
p^^-^ (pour tout p suffisamment proche de 1). 

La hauteur du polygene de Newton de M s'appelle V irregularite p-adique de 
M. C'est toujours un entier (du fait qu'elle s'interprete comme un indice, fait beau- 
coup plus profond que dans le cas formel). 



Soit E = K une cloture algebrique de K, et posons TZf^ = IZ ®k K. On voit 
immediatement que K est algebriquement ferme dans TZ, done TZj^ est integre. 



*!.e. tel que toute intersection de disques emboites non vides est non vide. 

^Cet anneau differentiel apparait dans les travaux de Robba {e.g. |E6l 2], ||27|, 3.11]). 
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Soit MC{TZj^/K) la categoric dcs [^] -modules de presentation finie sur 
Tlx- Tout objet de MC{TZj^/ K) provient par extension des scalaires d'un objet de 
MC{TZ (E>K L/L) pour une extension finie convenable L/K. On deduit de ce qui 
precede qu'il est libre sur TZ^. La categoric MC{lZj^/ K) est tannakienne sur K. 

On a une sous-categorie tannakienne MCS{Tlf^/K) formee des modules 
differentiels solubles au bord exterieur. La filtration par les pentes p-adiques n'est 
pas sensible aux extensions finies des scalaires, done se transporte sans probleme 
en une filtration de Hasse-Arf de M CS{ng/K). 

• Solent h un entier > 1, et o" un automorphisme continu de K relevant I'au- 
tomorphisme x i—f de A;. II y a un unique automorphisme cj-lineaire iph de 
TZ = TZk,z tel que z ^ z"^ . On dit qu'un objet M de MC{TZj^/K) admet une 
structure de Frobenius d'ordre h (resp. une structure de Frobenius) si v^JjM = M 
(resp. pour h non precise). 

D'apres un theoreme de Christol-Mebkhout (cf. [ p^ 6]), la sous-categorie 
pleine MCF{lZf^/ K) de MC{lZf^ / K) formee des objets admettant une struc- 
ture de Frobenius est en fait une sous-categorie tannakienne, stable par exten- 
sion (ce theoreme devient d'ailleurs facile si on se limite a la sous-categorie de 
MC{Tlj^/K) formee des objets semisimples, cf. ^ 5.3. rem. a]). Par un argu- 
ment bien connu du a Dwork, MCF(Jlj^/K) est en fait une sous-categorie de 
MCS{lZf^/K). Insistons sur le fait que seule V existence d'une structure de Frobe- 
nius est prise en compte dans la definition de MCF{TZf^/ K), et non la structure 
de Frobenius elle-meme, i.e. le choix d'un isomorphisme ^]^M = M. 

3.5. En revanche, le formalisme des pentes frobeniusiennes attachees aux F- 
cristaux ne rentre pas dans le formalisme des filtrations par les pentes etudie dans 
cet article : d'une part, les pentes peuvent etre negatives, d' autre part les condi- 
tions FPi) et FP5) ne sont pas satisfaites. En fait, ces "pentes" rentrent dans le 
formalisme de Saavedra des (8)-filtrations|^. 



4. Induction et induction tensorielle 



4.1. Rappels, cf. [22, 10.3]. Soit H un groupe. Soit T C ©n un sous-groupe du 
groupe des permutations de {1,2,... , n}. Le produit en volute FlH est le produit 
semi-direct de T avec H^, T agissant par permutation des facteurs ; explicitement, 
cr G r C S„ agit par 

a^^{hi, ... , hn)<y = (/i<t{1), • • • , K(n))- 

Supposons que H soit sous-groupe d'indice fini n d'un groupe G. Alors le choix 
d'un ensemble ordonne 71, . . . , 7n de representants des classes a droite modulo H 
definit un homomorphisme injectif 



''comme me I'a fait observer J. Sauloy, les pentes rencontrees dans la theorie des modules aux 
g-differences s'ecartent de meme du formalisme de cet article (et s'apparentent en fait aux pentes 
frobeniusiennes). 
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ou ag est la permutation definie par la condition que les 7~^(j)57i ^ H. 

Cet homomorphisme ne depend qu'a automorphisme interieur pres du choix des 

Fixons un anneau de base E. Par £'-representation d'un groupe, nous sous- 
entendons que le i?-module sous-jacent est libre de type fini. Soit V une £'-repre- 
sentation de H. Alors on munit d'une representation du produit en volute &nlH 
en posant 

Sa restriction a G est une i^-representation de G, appelee induite de V, et notee 

Ind%{V). 

De meme, on munit d'une representation de I H en posant 

(cr"\(/ll, . . . , hn)){vi ® ...®Vn) = K{l)V„ii) ® K(n)Va{n)- 

Sa restriction a G est une £'-representation de G, appelee tenseur-induite de V, et 
notee 

Ces constructions sont compatibles a tout changement de base E — E' , et sont 
fonctorielles en V . 

4.2. Quelques proprietes, cf. [|, 3.3, 3.15], [||, 10.3]. 

1) Res^[Ind%{V)] ^ 0*=^ ^^V, Res^[®Ind%{V)] ^ 0^=^ ^'V, 
oii^^V = (Si V est la representation conjuguee de V par 7^. 

2) Si H est normal dans G, on a un isomorphisme canonique 

Ind%{V) Ind%{W) ^ ®iInd%{^^V®E W) 

Cette propriete se prouve a I'aide du theoreme de decomposition de Mackey, cf. [Q, 
3.3.5]. En iterant, on trouve 

(In4(y))®"- (g) ^^^V)(S)V) 

j=l,...n-l 

dont Ind'^{ResQ{®Ind'^{V))) est un facteur direct. Si n est inversible dans E, 
®Ind'fj{V) est facteur direct de ce dernier G-module ([^ 3.6.9]), done facteur 
direct de (/ndg(y))®". 

3) Soit H' un sous-groupe d'indice n d'un groupe G' . Solent ip : G ^ G' an 
homomorphisme de groupes induisant un homomorphisme ijj : H ^ H' e.t un 
isomorphisme G/H G' /H'. Choisissons des representants 7^,7^' compatibles 
qui se correspondent sous ip. Soit V' une E'-representation de H' , et notons ip* {V) 
la representation de H (de meme module sous-jacent) via ip. 

Alors on a des isomorphismes canoniques 

Ind%{r{V')) = V*{Ind%{V')), ^Ind^iriV')) = if*{®Ind%{V')). 

Cette propriete se prouve en deux temps. Si tp est surjectif, le resultat est immediat 
(voir aussi loc. cit. 10.3.2.(4)). Si est injectif, cela resulte du theoreme de Mackey, 
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dans le cas d'une seule double classe (et de sa version multiplicative, cf. loc. cit. 
10.3.3). Le cas general s'obtient par composition. 

4.3. Variante "geometrico-algebrique". La propriete 3) ci-dessus jointe a la com- 
patibilite de 1' induction et de la tenseur-induction a tout changement de base E —>■ 
E' permet de transposer ces constructions du cadre des groupes abstraits au cadre 
des schemas en groupes affines. 

Plus precisement, soient G un schema en groupes affine sur E &t H an sous- 
schema en groupes ferme tel que le quotient G/H soit representable par un E- 
schema fini constant de rang n {i.e. par {Spec E)"^). Alors a toute i?-represen- 
tation V de H, on peut attacher son induite Ind'^{V) (resp. sa tenseur-induite 
^Ind^{V)) qui est une ^'-representation de G de module sous-jacent y" (resp. 
Y<^ny Les proprietes ci-dessus valent encore dans ce cadre. 

Dans toute la suite, E sera un corps de caracteristique nulle. 

Si V est une representation semisimple de H, Ind^{V) et ®Ind'^{V) sont alors 
des representations semisimples de G {cf. loc. cit. 10.3.4). 



4.4. Le cas normal. On suppose en outre que H est normal dans G, et on identifie 
le groupe quotient G/H a un sous-groupe de S„. On peut done identifier G a un 
sous-groupe ferme de G/H I H C S„ I H. Notons que 1' application g ^ ag ^ 



G/H C ©n de 4. 1 n'est autre que Taction par translation a gauche de G sur G/H. 



On note aussi H I'image de H ^ GL{V\ G Timage de G ^ GL{V) (re- 
presentation induite), H I'image de H dans G, I'image de G ^ GL{V®^) 
(representation (E)-induite), et enfin '^H I'image de H dans ®G. 

4.4.1. Lemme. a) On a des plongements naturels 

G ^ G/H IH, ^G^ G/H I H. 

b) Si dim V > 1 (resp. dim V > 1), ces plongements induisent des isomorphismes 
G/H ^ G/H (resp. G/H ^ ®G/®H); 

c) On a des triangles commutatifs naturels d'epimorphismes 

G — > G H — > H 

\ / \ / 

®G ®H. 
Demonstration, a) est immediat. 

b) suit de ce que si dim V > 1 {resp. dim V > 1), Taction de ©„ sur {resp. 
Y®n-^ par permutation des facteurs est fidele. 

c) resulte de ce que ®Ind%{V) est facteur direct de {Ind^{V))®'^ . □ 
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4.5. Un cas particulier. Supposons H_ simpl^ et supposons que G/H soit le 
groupe cyclique Q a ^ elements, avec £ = n premier. Rappelons que dans le 
produit en volute I H_, Q agit sur par permutation circulaire des facteurs H_. 
Notons Pi, pij les projections de Hf sur le i-eme facteur {resp. sur le produit des 
i-eme et j-eme facteurs). 

Commenfons par une variante du lemme de Goursat. 

4.5.1. Lemme. Soit H' un sous-groupe ferme de C^l contenu dans Hf, stable 
sous r action interieure de Ci, et tel que pi{H') = H_. Alors H' = ou Men H' 
est un groupe de la forme 

{{h = Mh),Mh), ... , Mh))\ h€H}^H 
oil les (fj sont des automorphismes de H . 

Demonstration. La stabilite de H' sous Ci entraine immediatement que les pj [H') - 
H pour chaque j. D'apres le lemme de Goursat, pij est surjective a moins que 
pij{H') ne soit le graphe d'un automorphisme ipj. La stabilite de H' sous le groupe 
simple Ci entraine que ceci arrive simultanement pour tout j ^ 1, ou n'arrive pour 
aucun j 7^ 1. □ 

On suppose V ^ 0. 

4.5.2. Proposition, a) Sous les hypotheses precedentes, on est dans I'un des deux 
cas suivants : 

Cas I) C = Ci I H_ (produit en volute) ; ses seuls sous-groupes fermes normaux 
sont l,Hf,G. 

Cas II) G = Ci K H_ (produit semi-direct) ; si le produit n' est pas isomorphe a un 
produit direct, ses seuls sous-groupes fermes normaux sont 1,H_, G. 

Dans les deux cas, iln'y a pas de chatne de sous-groupes fermes normaux de G 
de longueur > 3 (I et G etant compris). 

b) Si dim V > 1, on a G = ^G. Dans le cas I), si V est une representation 
absolument irreductible de H, alors ®Ind'^{V) est une representation absolument 
irreductible de G (et mime de H). 



Demonstration, a) On sail que G/H = Ci (lemme [4.4. 1[ ). Done H est un sous- 
groupe ferme de CilH_ stable par d. De la formule Res§[Ind^{V)] ^®^^V , 
on deduit que pi{H) = H_. On deduit du lemme precedent qu'on est dans I'un 
des cas I) ou II). Soit G' un sous-groupe ferme normal non trivial de G. Alors 
H' = G' n Hf est un sous-groupe ferme normal non trivial de H stable sous 
Taction interieure de Ci. Comme H_ est simple, pi{H') = H_ovi 1. On termine 
la classification des sous-groupes fermes normaux en appliquant de nouveau le 
lemme precedent. 

b) Montrons que Ton ne peut avoir simultanement H = Hf et '^H = H, ou 
vice- versa. La seconde possibilite est exclue par le point c) du lemme i.4. 1 : on a 



un epimorphisme H ^ ^H.Ce point et le lemme precedent excluent en fait aussi 
la premiere possibilite : en effet, le noyau Hf ®H = H_ serait un sous-groupe 

''i.e. distinct de Ga, et n'admettant aucun sous-groupe ferme normal distinct de 1 et de lui-meme. 
Un tel groupe algebrique est soit fini, soit connexe semisimple. 
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ferme normal de (7^ 1, / H^), stable par permutation circulaire des £ facteurs, 
ce qui est impossible. 

Pour la demiere assertion de b), on remarque que si V est une representation 
absolument irreductible de H de dimension > 1, iies^[®Ind^(F)] = ^ ^^V 
est une representation absolument irreductible de H^. □ 

Remarquons que comme H_ est simple, le groupe des automorphismes exterieurs 
Out{H_) est fini (si H_ est infini, cela decoule du theoreme classique correspondant 
pour les algebres de Lie semisimples). 

4.5.3. Lemme. Plagons-nous dans le cas II) de la proposition precedente. Sup- 
posons en outre que I ne divise pas \Out{H_)\.AlorsV ^ Res^{W) = Res^{W) 
pour une representation absolument irreductible convenable W de G, et G est iso- 
morphe au produit direct Gi x H . 

Demonstration. L'hypothese entraine que Taction G^ —>■ Aut{H_) definissant le 
produit semi-direct G^ v. H_ s'effectue par automorphismes interieurs, done pro- 
vient d'un homomorphisme Gi ^ H_ puisque H_ est simple. On peut ainsi enrichir 
la representation V en une representation W de G (absolument irreductible tout 
comme V) via Q H_, dont 1' image n'est autre que H_. Quitte a composer cet 
homomorphisme G ^ H = H_ avec un automorphisme de H, on obtient une 
retraction de H ^ G. □ 



5. UN THEOREME DE STRUCTURE POUR LES FILTRATIONS DE HASSE-ARF 

Dans I'exemple classique des representations galoisiennes, I'efficacite du for- 
malisme des groupes de ramification vient en grande partie de la possibilite de 
faire une extension finie du corps de base (lemme de Herbrand, etc . . . ). En par- 
ticulier, pour une extension moderement ramifiee L/K d'indice de ramification n, 

on a 4"^^ = Gr^ n Gl. 

Nous allons adapter une partie de ce formalisme de changement de base au cas 
des filtrations de type Hasse-Arf abstraites. 

5.1. Cadre. 

• On fixe un ensemble P de nombres premiers (eventuellement vide). On sup- 
pose que I'ensemble P' des nombres premiers n'appartenant pas a P est infini. On 
pose Z(p/) = n^^p Zi. 

• On se donne un groupe profini I. On suppose que 2 s'inscrit dans une suite 
exacte 

1 ^ Z(p,) ^ 1 

oil V est un pro-P-groupe ^ (En pratique, 1 sera le groupe d'inertie d'un corps 
henselien K pour une valuation discrete a corps residuel k parfait, de sorte que 
|P| = ou 1 ; si P est vide, V est trivial.) 

*Une telle suite exacte se scinde pour raison de cardinal (cf. 5.9. cor. I]), mais peu importe 

ici. 
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Tout sous-groupe d'indice fini de Z(p/), en particulier 1' image de tout sous- 
groupe ouvert U de Z, est de la forme nc/.Z(p/), done canoniquement isomorphe 
a Z(p/). Pour tout n premier a P, la preimage de nZ(p/) dans U est notee f7^"\ 
de sorte que [//[/(") ^ Z/nZ. Noter que si U est normal dans 2, Test aussi 
(comme intersection de U et de la preimage de nn[/Z(p/) dans 2). 

• Soit £' = £' un corps algebriquement clos de caracteristique nuUe. On con- 
sidere 2 comme £'-schema en groupes affine constant, de meme que ses sous- 
groupes ouverts. 

On se donne un epimorphisme de E'-groupes affines 

G^2. 

Pour tout sous-groupe ouvert normal U <\2, on pose Gu = G xj U. Pour toute 
inclusion U' C U de sous-groupes ouverts normaux de 2, on note iijiij : Gjji C 
Gu I'inclusion correspondante. On a done un systeme inductif de categories tanna- 
kiennes neutralisees 

RcpeG ^ . . . — > RcpeGu RcpeGu' . . . 

indexe par les sous-groupes ouverts normaux de 2. On a par ailleurs des foncteurs 
IndB," et ®IncBy qui vont dans 1' autre sens. 

Cry/ Ojj/ 1 

On peut identifier RepEU (resp. RepE^(p')) a la sous-categorie tannakienne de 
RepEGjj formee des representations V telles que i\j,^{V) {resp. i*^i^^~^^{V)) soit 
isomorphe a l'^™ ^ pour U' convenable {resp. pour n premier a P convenable). 

• Enfin on suppose les RepEGjj munies defiltrations de Hasse-Arf {F^^) avec 
les conditions de compatibilite suivantes : pour tout U (normal), tout A, et tout n 
premier a P, 

Gomp2) il existe une equivalence de categories tannakiennes 
Pu("),u • ^^PeGu = RepEGjjin) 
compatible aux filtrations de Hasse-Arf^. 

5.1.1. Remarque. En termes des filtrations {G^'^ ) attachees aux filtrations de Hasse- 
Arf et par le dictionnaire tannakien, ces conditions s'ecrivent de maniere equivalente : 



(7(1)' 

Comp'2) il existe un isomorphisme /9^(„) f/ : G^(n) = Gu envoyant 
sur G^j}\ 

(Heuristiquement, ces deux conditions sont les machoires d'un etau qui force 1' ex- 
istence de pentes fractionnaires, des lors qu'il y a des pentes non nuUes.) 



^on n'impose aucune relation entre p^(„) jj et ty(„) ^j- 
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5.2. Le theoreme de structure. Rappelons qu'un caractere d'un £?-groupe affine 
est un homomorphisme de ce groupe affine vers Gm (ou ce qui revient au meme, 
une representation de dimension 1 sur E). Rappelons aussi que le radical est le plus 
grand sous-groupe ferme normal connexe pro-resoluble. 

Pour une representation de G ou Gui nous emploierons de maniere interchange- 
able les expressions "moderee" et "de pente 0". 

5.2.1. Theoreme. a) On fait les hypotheses supplementaires suivantes sur les car- 

acteres de Gu, pour tout sous-groupe ouvert normal U deX : 

Xi) tout caractere d'ordre fini de Gu provient d'un caractere de U, 

X2) tout caractere modere d'ordre fini de Gu provient d'un caractere du quotient 

Z(p/) de U, et reciproquement, 

Xs) toute representation irreductible moderee de Gu est de dimension un, i.e. est 

un caractere. 

Alors les homomorphismes canoniques 

G/Rad{G) 7ro(G) ^ J 

sont des isomorphismes. De plus le sous-groupe sauvage G^^ est extension du 
pro-P-groupe V par un groupe pro-resoluble connexe, et le quotient modere Gq = 
G/G^^ est extension du pro-P' -groupe Z(p/) par un groupe pro-resoluble con- 
nexe. 

b) On suppose en outre que 

Ext) pour tout m,, il existe au plus une classe d'isomorphisme d'extensions 
iterees de 1 de dimension m dans RepsG, 

Ind) tout objet indecomposable de RepsG est de la forme V ® N^, ou V est 
irreductible. 

Alors la composante neutre de G^^ est un pro-tore, et Gq est un groupe dont la 
composante neutre est un pro-tore, ou Men le produit de (Gq par un tel groupe. 

c) Enfin, si de plus 

Xa) tout caractere de Gu est d'ordre fini, 
alors G>^^V, et G^I oulx Ga. 

Demonstration, a) Nous procedons en cinq etapes, dont les principales sont 2) et 
4). 

1) Examinons d'abord I'epimorphisme 7ro(G) I. Pour montrer que c'est un 
isomorphisme, il suffit de montrer que pour toute representation R oil G agit a 
travers un groupe fini, G agit en fait a travers I. 

Notons G^ le groupe fini Im{G GL{R)). Le systeme des sous-groupes G^ 
de G^ (indexe par le systeme ordonne filtrant des sous-groupes normaux ouverts 
U del) est stationnaire. Fixons U pour lequel G^ est minimum. II s'agit de voir 
que G§ = 1. 

Supposons le contraire, et soit un quotient simple de G§. Alors la filtration 
de H_ par les images des G^^ n'a qu'un saut, ce qui entraine que les irreductibles 
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/ 1 de la sous-categorie RepEH_ de RcpeGu sont purement d'une pente A (qui 
peut etre nulle). Nous aliens montrer que H_ est abelien. 

Le cas de pente resulte de I'hypothese xs)- On va done se restreindre au cas 
A / 0. Par la vertu des filtrations de Hasse-Arf, le nombre A. dim V est un entier 

> 0. 

2) Si est non-abelien, il existe une representation irreductible V de dimension 

> 1 ; elle est fidele puisque H_ est simple. 

Soit £ un nombre premier G P' ne divisant pas \Out{H_)\, ni dim V ni 
A. dim V (les "cotes" du polygene de Newton). II en existe puisque P' est in- 
fini. 

Grace a Comp2), commen9ons par transferer le probleme sur au moyen de 
p^(^) ^. On voit done H_ comme I'image de H = Gjj{i) dans GL{V). 

Considerons la representation induite Ind^ {V). On est dans la situation d'ap- 
plication de 15.2 et 4.5.3 , dont on reprend les notations (avec Gjj au lieu de G). 
Dans I'un ou I'autre des cas I), II), il n'y a pas de chaine de sous-groupes fermes 
normaux de G de longueur > 3 (1 et (5 etant compris). II suit que la filtration de 
G par les images des G>^ au plus deux sauts. On a ^{Ind%" {V)) = e^'F, 

d'ou Ton deduit par Comp\) que X/i est I'un d'entre eux. Quant aux represen- 
tations de G se factorisant par C^, leur restriction a H est triviale ; done, tou- 
jours par Compi), I'autre saut est 0. Autrement dit, dans la categoric tannakienne 
RcpeG engendree par Ind^^ (V), on ne rencontre que les pentes A/^ et ; on a 

G'(V^) = H. 

Examinons le cas I) de|3J : I'objet '^Ind^" {V) de RcpeG est alors irreductible 
de dimension > 1. Par xa), sa pente est done non nulle. Elle vaut done X/£. Comme 
£ ne divise ni dim V ni X. dim V, done pas non plus A.dim(®/ndg^(y)) = 
A. (dim Vy, c'est impossible par 2.2.2 . 

Examinons le cas II) : I'hypothese que £ f\ Out(H)\ entraine que V est de la 
forme Res^{W), pour un objet W irreductible de RepEG de dimension > 1, cf. 
[4.5.3 . Par xa), la pente de W est done non nulle. Elle vaut done X/£. Or c'est 
impossible par |2.2.2 puisque £ J( X. dim W = X. dim V. 

3) On tire de ce qui precede que II est en fait cyclique d'ordre premier. II en 
decoule que la representation irreductible V est de dimension 1. L'hypothese xi) 
contredit alors le choix initial du sous-groupe U. On conclut que I'homomorphisme 
7ro(G) —>■ T est un isomorphisme. 

4) Examinons a present I'epimorphisme G/Rad{G) — » 7ro(G). Pour montrer 
que c'est un isomorphisme, il suffit de montrer que pour toute representation R ou 
G agit a travers G/ Rad{G), G agit en fait a travers un groupe fini. 

D'apres I'etape precedente, on salt qu'il existe un sous-groupe ouvert normal 
[/ oT tel que I'image de Gjj dans GL{lIj-j-R) soit connexe. Quitte a remplacer T 
par U, on peut done supposer I'image de G dans GL{R) connexe. II s'agit de voir 
qu'elle est triviale. 

Supposons le contraire, et soit H_ un quotient simple de cette image. Puisque Il_ 
est simple, la filtration de II_ n'a qu'un cran, ce qui entraine que les irreductibles 
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/ 1 de la sous-categorie RepEH. de RcpeG sont purement d'une pente A (qui ne 
peut etre nuUe en vertu de xs))- Comme H_ est non-abelien (puisque Rad{G) agit 
trivialement), il existe une representation irreductible V de dimension > 1 ; elle est 
fidele puisque H_ est simple. La suite de la demonstration s'effectue comme en 2), 
et mene a une contradiction. 

5) On conclut de ce qui precede que la suite 

1 ^ Rad{G) ->G 

est exacte, ce qui prouve la premiere partie de 1' assertion a). 

Passons a la seconde partie de a). Le radical du quotient modere Go n'est autre 
que I'image du radical de G. On en deduit que Go/Rad{Go) s'identifie au quotient 
de Z par I'image Z^^ de G^^ dans Z. 

Toute representation V deG provenant d'une representation du quotient Go / Rad{Go) 
est semisimple et d'image finie. Par X3)> eHe est somme directe de caracteres 
moderes de G. Soit V une representation irreductible de Gq/ Rad{Go). Par xs). 
cette representation provient d'un caractere modere (d'ordre fini) de G, qu'on peut 
identifier a des caracteres (d'ordre fini) de Z/Z^^ d'apres ce qui precede. On con- 
clut alors par X2) que Z/Z^^ = Z(p/), done que Z^^ = V. Ceci acheve la preuve 
de a). 

b) L'hypothese Ext) enframe que les sommes finies d' extensions iterees de 
1 forment une sous-categorie tannakienne de RepsG isomorphe a VecE ou a 
RepE^a- L'hypothese Ind) implique que toute representation de G est somme 
directe finie d'une representation du quotient de G par son radical unipotent, ten- 
sorisee avec une extension iteree de 1, d'oii le resultat par le dictionnaire tannakien, 
en combinant avec a). 

c) Compte tenu de ce qui precede, il suffit de montrer que sous la condition X4), 
le radical de G coincide avec le radical unipotent. Or ceci se teste sur les quotients 
de dimension finie de G. On se ramene comme au pas 4) au cas 011 ces quotients 
sont connexes. L' assertion est alors claire. □ 



5.3. Premiers exemples. 1) Dans I'exemple 3.1 des representations galoisiennes 
d'un corps strictement henselien, Gompi) et Gomp2) sont satisfaites de meme que 
toutes les conditions du theoreme, mais ce dernier n'apporte rien : G = Z. 



2) Dans I'exemple |3.2| des representations ^-adiques locales, le theoreme s'ap- 
plique pour ^G mais il ne donne rien de plus que le theoreme de monodromie 
locale £-adique de Grothendieck, d'ailleurs equivalent a la condition X4) dans cette 
situation. 



3) Dans I'exemple |33| des modules differentiels sur E{{z)), on retrouve une 
partie des resultats de Katz [^. Voici comment. 

On prend pour Z le groupe de Galois absolu de E{{z)) (qui coincide avec le 
groupe d'inertie puisque E est suppose algebriquement clos ; on a P = 0). On a 
done T = Z, et tout ouvert U est de la forme = Z. 
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Soit uj le foncteur fibre canonique de Katz sur MC{E{{z))/E) {cf. 33), et 
posons G = Aut^LO. Comme ce foncteur est construit comme la fibre en 1 de 
I'extension canonique, on a un carre commutatif pour tout n > 



MC{E{{z))/E) RepEG. 

La sous-categorie de MC{E{{z)) / E) formee des objets qui deviennent triviaux 
par ramification kummerienne z ^ z"^ d'ordre n non precise s'envoie sur RepEl, 
et correspond, dualement, a un epimorphisme G ^ I.W est bien connu qu'une telle 
ramification i-j^n)j multiplie les pentes par n ([|20|, 2.2.11.2]). Le changement de 
variables z^/" induit un isomorphisme MC(^((2))/£;) ^ MG{E{{z^l'')) / E) 
de categories tannakiennes compatible aux filtrations par les pentes, qui se trans- 
porte en une equivalence p*^^^^ ^. Enfin, les conditions xi)TX2),X'i)^Ext),Ind) 

du theoreme sont satisfaites (mais pas X4))- 

Comme P est vide, le theoreme montre que G^^ est un pro-tore (connexe). Dans 
[ pO| , 2.6.5], Katz identifie son groupe des caracteres au groupe abelien E{{z)) / E[[z\]. 

6. Le contexte p-adique 



6.1. Nous nous plagons maintenant dans le cadre 3.4 des modules differentiels 



sur des couronnes p-adiques. Nous allons commencer par montrer comment il se 



moule dans le cadre 5. 1 



Pour nous raccrocher a la litterature sur ce sujet [p^[p4|][25][]34]]p5|][^], nous 
supposerons desormais que K est a valuation discrete (p-adique), de corps residuel 
k parfait. 

II decoule de I'hypothese de discretion que le sous-anneau £■1 = _^ de 7^ des 
fonctions qui sont bornees vers le bord exterieur est en fait un corps. C'est meme 
un corps henselien (muni de la norme sup), de corps residuel k{{z)). 

On prend I = G^f^^^^y le groupe d'inertie du corps local k{{z)) ; V est le groupe 
d'inertie sauvage. On a done P = {p}. On prend E = K. 

6.2. Changements de base finis. Toute extension finie separable de k{{z)) est de 

la forme k'{{z')) et se releve en une extension finie non ramifiee £\^, ^, de ^ (on 
prendra garde a ce que 1' equation liant z' & z est en general fort complexe ; on peut 
toutefois choisir z' de sorte que z soit un polynome sans terme constant en z'). 
La derivation d/dz et le Frobenius de fj^ ^ s'etendent (de maniere unique) a £\^, ^, 
a ([0^, 2.6]). lis s'etendent aussi a I'extension etale finie TZk' z' '■= T^K z 'S^p-t 

• Tout sous-groupe ouvert normal C/<]X correspond a une extension galoisienne 
k{(zir))/k{{z)), qui donne lieu a une extension etale finie TZf^ de TZp^ ^, galoisi- 
enne de groupe X/C/ (et qu'on peut supposer contenue dans une cloture algebrique 
fixee du corps des fractions de TZj^ .^). Notons TZ I'extension etale de 7?.^^ reunion 
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de ces extensions finies. Elle est munie d'une action de X, d'un Frobenius etendant 
(/?, et d'une derivation etendant d/dz (elle definit en particulier un ind-objet de 

MCF{nK/K)). 

• Notons MC{'JZ/ K) la categorie tannakienne des modules differentiels de 
presentation finie sur TZ. Lorsque U' C U decrivent les sous-groupes ouverts nor- 
maux de I, les operations 



definissent une tour de (g)-foncteurs exacts fideles 

MC{n^^,jK) MCiUji^^^jK) MC{n/K), 
qui se restreint en une tour de (8)-foncteur exacts fideles 

MC F {TZk,, J K) MCFiTZn^^^jK) MCF{TZ/K), cf. @ 3.2]. 

Ici MCF0Z/K) designe la sous-categorie pleine de MC{TZ/ K) formee dans 
I'image d'un j^,. Remarquons que tout objet M de MC{Ti/ K) provient d'un 
objet Mjj de MC{TZj^ zul ^) ^ convenable, done est libre en tant que R- 
module (puisque Mjj est libre sur TZ^ cf. 3.4 ). 

• On a de meme, par adjonction, des foncteurs (exacts fideles) dans 1' autre sens : 

• La categorie tannakienne des modules differentiels sur le corps de fractions 
L = Q{1Z) admet un foncteur fibre a valeurs dans Vecp^, cf. appendice B.1.4 . On 
le fixe. On en deduit un foncteur fibre 

w : MCF{n/K) Vecji , 

puis des foncteurs fibre compatibles 

W[7 = o J- : MCF{nK-,jK) ^ VecR. 

On abrege u)x en w, et on note G le ^-schema en groupes affine Aut®uj. 

• Considerons la sous-categorie tannakienne MCF{TZp^ zl MCF{lZj^ z/^) 
formee des objets M que jj trivialise, i.e. tels que I'homomorphisme canonique 

soit un isomorphisme. On a alors un isomorphisme canonique 

uj{M) = Cj{{M (g)7^ ®kT^) = (M (»7^ 

d'oil une action de X sur uj{M) via son action sur TZ. On en deduit aussi un 
homomorphisme X —>■ Aut®u}^^.jQp^'j^__ ^^^^ (oil X est vu comme K-schema 
en groupes affine). C'est en fait un isomorphisme, car ^iMCFiiZi^ IK)x (isomor- 
phe au foncteur fibre M ^ [M 0-^, iV)^^ admet un quasi-inverse donne par 
V Vf. 
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• L'inclusion MCF{nfi JK)x C MCFiTZj^ jK) correspond done, par le 
dietionnaire tannakien, a un epimorphisme 

L' aetion du groupe fini 1/U sur TZj^ induit une aetion del/U sur MCF{TZf^ zjj/ ^) 
par auto-(8)-equivalenees. L' argument des droites de Katz [ |20| , 1.4.5] s' applique 
dans notre contexte|^, et montre que la suite 

1 ^ Aut'^oju Aut®uj 1/U 1 

est exacte, d'ou Aut^ujjj = Gjj. On a done un diagramme strictement commutatif 
de (g)-foncteurs 

MCF{Tlji^,jK) RepnGu 

MCF{11k^JK) RepjiG 

ou les foncteurs t^j designent comme precedemment les foncteurs de restriction 
des representations. 

De meme, les foncteurs jux* correspondent a I'induction des representations. 



6.3. Filtration de Hasse-Arf sur les Repf^Gu et compatibilites en U. Ceci per- 
met de definir la filtration de Hasse-Arf de Repj^ Gjj en transportant la filtration 
par les pentes p-adiques de MGF{Tlj^ ^^,K). 

Examinons a present le lien entre ces categories tannakiennes Rep^ Gjj (mu- 
nies de leurs filtrations de Hasse-Arf) pour une extension kummerienne. Le change- 



ment de variable zu 
isomorphisme 



Zjj(n) induit un isomorphisme TZj^ =TZ 



^ , d'ou un 



MCFiTZji^.jK) 



MCFiJlf^^^^jK) 



de categories tannakiennes compatible aux filtrations par les pentes, qui se trans- 
porte en une equivalence /0^(„) ^ : Repj^Gu — Repf^Gjj^n) compatible aux 



filtrations de Hasse-Arf (utiliser le sorite |l.2.6[ ), d'oii Comp2). 

De meme, il est connu que multiplie les pentes par n, cf. [11, 6.3.5]. En 

utilisant de nouveau le sorite 1.2.6, on en deduit que i-*^(n)u f^it de meme, d'ou 
Gompi). 



pour la commodite du lecteur, rappelons brievement en quoi consiste cet argument. Le seul 
point epineux est de montrer que le noyau Gu de la fleche G = Aut'^Lu X/U est contenu 
dans Aut®uou. Pour cela, il suffit d'apres Chevalley de demontrer que toute droite L dans une 
representation arbitraire de G, qui est stable par Aut'^uiu, est en fait stable par Gu- Katz montre 
que Aut''^Lu permute les droites distinctes conjuguees de L sous le groupe fini T/U , ce qui entraine 
bien que Gu stabilise ces conjuguees, done L. 



FILTRATIONS DE TYPE HASSE-ARF ET MONODROMIE p-ADIQUE 



23 



6.4. Verification des hypotheses de 5.2.1 . Les conditions Xi) ) X2) et ^4) relevent 
de la theorie de Robba des equations differentielles de rang un (sur TZj^ ^^). 

Rappelons brievement les etapes (avec U = Zpour alleger les notations). Comme 
TZ* = (£'^)* (et de meme apres toute extension finie de K), on voit que tout objet 
M de dimension 1 de MC{TZf^/K) est defini sur ^ pour une extension finie 
convenable L/K. Par approximation-troncation cf. 44.5], il est meme defini 
sur L{z). La condition de solubilite au bord exterieur de la couronne devient la 
condition de Dwork usuelle (solubilite dans le disque generique 1^)). Un 

analogue p-adique des produits de Weierstrass {cf. [Tl, 5.3, 5.4, 10. ll])[3permet 



de trouver une base telle que I'operateur differentiel correspondant a M s'ecrive 

r d ai an , , ^ 

jC = — ^ h — , \ai\ < 1 ; 

az z 

oil n — 1 = A est la pente p-adique. La condition de solubilite implique oi G Zp, 
mais I'hypothese plus forte d'existence d'une structure de Frobenius impliqueQ 
ai G Z(p) = Zp n Q. 

En particulier, £ ~ ^ + ^ si la pente est nulle, i.e. si le caractere correspondant 
de G est modere. On voit done que I'homomorphisme residu, donne par ai mod. 
Z, induit un isomorphisme 

X{Go) = Z(p)/Z 

oil X{Go) designe le groupe des caracteres du quotient modere de G. 

L' inverse de cet isomorphisme est d'ailleurs donne par I'homomorphisme X(Z(p/) ) 

X{Go) induit par Go '^{p') (duaUte de Pontriaguine). D'ou X2)- 
On a 

J N N J N 

dz z z^ dz z 

pour N » 0, done le caractere de G correspondant a £ est fini. Ceci donne Xi)- 
La condition xi) revient a dire que C se trivialise sur une extension TZ^ zu 
deTZj^ ^ comme ci-dessus. Cela decoule de I'existence d'une structure de Frobe- 
nius sur C, qu'on peut supposer definie sur £^ (puisque TZ* = {£^)*) et de pente 



frobeniusienne nulle, cf. |[13|, 4.11] (Tsuzuki [ |36| ] en donne une version en toute 
dimension). 

La condition xs) est nettement plus substantielle : c'est le "theoreme de mon- 



odromie locale p-adique moderee" de []1Q|], en presence d'une structure de Frobe- 
nius (voir aussi JT^]). 

Enfin, les conditions Ext) et Ind) sont demontrees dans [|l^, 6.0.18, 6.0.16, 
6.0.17] comme consequence du theoreme de I'indice de Christol-Mebkhout. 

Nous sommes a meme d'appliquer [5.2.1 , ce qui nous donnera le theoreme de 
monodromie locale p-adique. 



^^Robba demande de passer a un corps algebriquement clos et maximalement complet, mais 
Matsuda [ p4| a montre qu'on peut s'en dispenser, du moins pour p > 2. 
^^en fait : equivaut a cette condition, cf. ; mais peu importe ici. 
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7. LE THEOREME DE MONODROMIE locale p-ADIQUE 

7.1. Le theoreme suivant est le resultat principal de cet article. II donne la struc- 
ture de MCF{nf:/K) ~ Repf^ G. 

On rappelle que le corps p-adique K est suppose a valuation discrete et a corps 
residuel k parfait, que I est le groupe d'inertie de Gal{k{{z)Y^P /k{{z))), et que 
V est son p-Sylow (inertie sauvage). 



7.1.1. Theoreme. On a des isomorphismes canoniques 
de K-groupes affines. 

7.1.2. Complement. L'isomorphisme G^^ = V idendfie la filtration (G^^-*) 
provenant de la filtration par les pentes p-adiques a la filtration de V par les 
groupes de ramification superieurs. 

Demonstration. Le theoreme resulte du theoreme |5.2.1| pour U = 1, dont toutes 
les hypotheses sont remplies ainsi que nous I'avons vu au §precedent, et compte 
tenu du fait qu'il y a des extensions non triviales de 1 par 1. 



Le complement resulte de la et du theoreme de Matsuda-Tsuzuki [ 25 ] [ 34 ] (voir 
aussi [ pl| ] qui en donne une elegante preuve geometrique). Rappelons la demarche 
de Tsuzuki, legerement transposee a notre contexte : on a deux homomorphismes 

KoiRepKl) ^ Z 

donnes I'un par le conducteur de Swan des representations galoisiennes, I'autre par 
I'irregularite p-adique des objets de AICF{7l^/K) associes. Par [2.1.2[ , il s'agit de 
montrer que ces deux homomorphismes coincident. Tensorisant avec Q et appli- 
quant le theoreme d'induction d'Artin {cf. [00, 9]), on se ramene au cas des carac- 



teres. En dimension un, le probleme se traite par un calcul direct, voir []24|], [|34[]. 

□ 

7.1.3. CoroUaire. Supposons k fini. Alors les classes d'isomorphisme d'objets 
de MCF(TZj^/K)forment un ensemble denombrable. 

En effet, le groupe profini I est alors metrisable : I'ensemble de ses sous-groupes 



ouverts est denombrable, c/ [31, 1.3]. □ 



7.1.4. Exemple. Pour tout premier p, les operateurs de Bessel By normalises a 
la Dwork forment une famille a un parametre v ^ Tip d'operateurs differentiels 
solubles dans le disque generique. Vus comme operateurs a coefficients dans £\ 
ils sont en fait tous isomorphes (et munis d'une structure de Frobenius), cf. [^, 7.5]. 
Dans loc. cit. , on determine en fait la representation galoisienne associee (le cas 
interessant est p = 2), ce qui s'avere nettement plus difficile que d'en prouver 
I'existence. 



Passons de la structure de la categoric a la structure des objets. Voici deux tra- 
ductions du theoreme, oil Ton redescend au corps de base K. 



FILTRATIONS DE TYPE HASSE-ARF ET MONODROMIE p-ADIQUE 



25 



7.1.5. CoroUaire. Tout objet de MC (TZ/K) admettant une structure de Frobenius 
a une base de solutions dans TZk' ,z'\\ozA> ^K',z' I 'extension finie etale 
deTZ = TZk,z attachee a une extension finie separable convenable de k{{z)). 

(L' application directe du theoreme ne donne le resultat qu'apres une extension 
finie L/K', mais la descente des constantes est standard, voir par exemple [ ^ , 
4.1.2])[5 □ 

Nous dirons qu'un objet de MC{Tl/ K) est absolument indecomposable (resp. 
absolument irreductible) s'il le reste apres toute extension finie L/K des scalaires. 

7.1.6. CoroUaire. Tout objet absolument indecomposable M de MC{TZ/ K) ad- 
mettant une structure de Frobenius devient, apres une eventuelle extension finie du 
corps de base K, isomorphe a un objet de lafonne 

M®Um, 

oil M provient d'une K -representation (finie) absolument irreductible de I, et 
Um est r objet de dimension m represents par (-2^)™ (extension iteree m-ieme 
de 1 par lui-meme et indecomposable). En particulier, M provient d'un objet de 
MC (^"^ /K) admettant une structure de Frobenius. □ 

De la, on tire aisement : 

7.1.7. CoroUaire. Tout objet IvP de MC /K) admettant une structure de Frobe- 
nius et tel que ^g^TZ soit absolument irreductible a une base de solutions dans 
r extension finie non ramifiee de 8'^ = Sj^ ^ attachee a une extension finie separable 
convenable de k{(^z)). □ 

Suivant [p^, disons qu'un objet M de MC S{TZ/ K) est completement irreductible 

si gr^{End{M)) = K.id . 

7.1.8. CoroUaire. Tout objet completement irreductible de MC{1Z/ K) admet- 
tant une structure de Frobenius est absolument irreductible et de dimension une 
puissance de p. 

L'enonce sur la dimension avait ete conjecture dans [|l^, 3.0.12] (en fait pour 
tout objet completement irreductible de pente > de MCS{TZ/ K) ). 

Demonstration. Passons a I'objet correspondant M de MCF{7lj^/K) , et a la 
representation V deC associee. On a dim M = dimj^ V. L'hypothese de complete 
irreductibilite se traduit par 

{End{V)f^' = K.id, 

c'est-a-dire par 1' irreductibilite de End{ResQ^" {V)) d'apres Schur (noter que 
puisque G^*^ agit a travers un groupe fini, cette representation est semisimple). A 



^^au moment de la revision (Oct.Ol) de cet article soumis, I'auteur a pris connaissance d'une 
nouvelle prepublication de K. Kedlaya, intitulee 'ap-adic local monodromy theorem', qui donne une 
autre demonstration de l'enonce 7.1.5. basee sur des idees completement differentes des notres ; il y 
est fait un usage intensif des structures de Frobenius. 
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fortiori, Res*^ {V) est irreductible (done V aussi). Comme en vertu du theoreme 
[7.1.1| , G^^ = V est un pro-p-groupe, la dimension de cette representation est une 
puissance de p ([^ 6.5]). □ 



7.2. Sur une conjecture de Dwork. L' existence de structures de Frobenius n'est 
que faiblement utilisee dans le texte. II serait interessant de remplacer MCF{lZf^/ K) 
par la sous-categorie tannakienne maximale M CS'^^p)/'^{n^/K) de MCS{lZp^/K) 
formee des objets d'exposants et residus determinantiels non-Liouville et dans 
Tif^p-^/Tj, cf. [|l^, 7]. On obtiendrait ainsi la coincidence de MCF{TZj^/ K) et 

MC S^^p^l"^ {Tlj^ j K) conjecturee dans loc. cit. (et anterieurement, sous une forme 
legerement moins precise, par Dwork, comme me I'a fait remarquer G. Chris- 
tol). Le seul probleme qu'on rencontre pour ce faire est celui de la stabilite de 
MC5'^(p'/'^(7^^'/-K') lorsqu'on passe a une extension finie etale de TZj^- induite 
par une extension finie separable de k{{z)) du type Artin-Schreier Certains mod- 
ules differentiels peuvent acquerir des pentes nulles lors d'une telle extension, et il 
ne semble pas facile alors d'en controler les exposants. 

Pour tourner (quelque peu artificiellement) cette difficulte, on peut introduire la 

sous-categorie pleine MCS^^^^l[^ {11^/ K) de MCS^^i')l'^l(R,^lK) formee des 
objets M tels que pour tout sous-groupe normal ouvert U <\Z, j^j{M) appartienne 

a MC5^(^')/^(7^^^^^/^). Comme j^j est un ®-foncteur, MC S^^-^ll'^ {11^/ K) 

est bien une sous-categorie tannakienne de MC{TZj^ / K). Elle contient MCF{TZj^/ K). 

On dispose de foncteurs 

On peut alors remplacer dans tout ce qui precede la categoric MCF{TZ^/ K) 

z /Z — I 

par ^'^C-'S stable ^ groupe tannakien correspondant. Au 

bout du compte, on obtient la variante affaiblie suivante de la conjecture de Dwork : 

7.2.1. Scolie. MCsl^^^iUji/K) = MCF{nf,/K). □ 

En termes heuristiques : pour les modules differentiels solubles au bord d'une 
mince couronne, imposer la rationalite des exposants p-adiques sous une forme 
suffisamment forte entraine I'existence d'une structure de Frobenius. 

7.3. Extensions et foncteurs fibres canoniques. Katz [|l^] a introduit la notion 
d'extension canonique d'une extension separable de k{{z)) a un revetement fini 
etale de Gm,k- Cela fournit une equivalence de categories pourvu qu'on se limi- 
te aux revetements 'speciaux' de Gm,k^ c'est-a-dire moderes a I'infini, et dont le 
groupe de monodromie geometrique a un unique p-Sylow. Cette correspondance 
a ete transportee au cadre des modules differentiels quasi-unipotents par Matsuda 

[H- 

^''pour prouver xi), on dispose du theoreme de Chiarellotto-Christol |^ qui montre que les objets 
de dimension 1 de MCS^^^Hl'^ {Tl^l K) et de MCF['Jlji/K) coincident. 
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En fait, le coroUaire [7.1.1| permet de definir, plus directement, la notion d' ex- 
tension canonique de tout objet de MCF{TZf^/K) en un K-isocristal surcon- 
vergent sur G„ j. (muni d'une structure de Frobenius) : on peut supposer I'objet 
indecomposable, et avec les notations de loc. cit. , 1' extension de Um est evidente, 
et celle de M s'obtient a partir de I'extension de Katz de la representation finie de 
I'inertie correspondante (cf. [^], nous laissons les details au lecteur). 
En prenant la fibre de I'extension canonique au point 1 € ^, on obtient alors 
un foncteur fibre canonique sur MCF{TZp^/ K). 
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Appendice a. Sur les dimensions de representations irreductibles 



A.l. On suppose encore que E est un corps de caracteristique nuUe. 

A. 1.1. Proposition. Soit G un groupe algebrique lineaire sur E. On suppose que 
toute representation irreductible de G Vest absolument. Alors les dimensions de 
ses representations irreductibles non triviales sont premieres entre elles dans leur 
ensemble. 

Demonstration. L' hypo these entrame que toute representation irreductible de G 
sur E est definie sur E. On peut done remplacer E par sa cloture algebrique. On 
distingue plusieurs cas : 

a) si G est non connexe, le groupe (fini) des composantes connexes 7ro(G) admet 
des representations irreductibles non triviales. Quitte a remplacer G par 7ro(G), on 
peut done supposer G fini. Soient rii les dimensions des representations irreductibles 
de G (avec no = 1 pour la representation triviale). On salt d'une part que rij divise 
|G| ([0, 6.5]), et d'autre part que |G| = ^ = 1 + Y.iyo^f ([© 2.4]). Ces 
deux faits entrainent immediatement que le pgcd des n^, i > est egal a 1 

Supposons a present G connexe. 

b) Si G est resoluble, toute representation irreductible est de dimension 1. 

c) Si G n'est pas resoluble, le groupe semisimple quotient de G par son radical 
admet des representations irreductibles non triviales. Quitte a remplacer G par 
ce quotient, on peut done supposer G semisimple. On note comme d'habitude 
p la demi-somme des racines positives. Soit V{2mp), m > la representation 
irreductible de G de plus haut poids 2mp (a priori c'est une representation de 
LieG, mais elle s'integre en une representation de G puisque 2mp est dans le 
reseau des racines). La formule des caracteres de Weyl montre que la dimension de 
V{2mp) est (2m + 1)^, oii est le nombre de racines positives, cf. §9, ex. 1]. 
Ces dimensions sont premieres entre elles. □ 



A. 1.2. Corollaire. Soit T une categorie tannakienne sur E, munie d'une filtration 
de Hasse-Arf. On suppose que T contient des objets qui ne sont pas extension 
iteree de 1. On suppose qu'il n'y a aucune pente entiere non nulle (ce qui est en 
particulier le cas si les pentes sont < 1). Alors T contient des objets irreductibles 
1 de pente nulle. 

Demonstration. On peut supposer T algebrique, i.e. ay ant un generateur tensoriel. 



Quitte a remplacer F par une extension finie (cf. |1.2. 1| ), on peut supposer T neu- 
tralisee, et que tout objet irreductible Test absolument. On peut meme supposer, 
en remplagant le groupe tannakien associe G par un quotient (et T par la sous- 
categorie tannakienne correspondante) que G est simple. Supposons par I'absurde 
que tout objet de pente nulle soit trivial, i.e. somme de copies de 1. Alors G n'a 
qu'une pente, qui est non entiere par hypothese. Toute representation irreductible 



^^signalons a ce propos un resultat moins elementaire de Thompson | |33[ ] : si les dimensions 
ni > 1 sont toutes divisibles par p, alors G est p-nilpotent. De nombreux resultats dans cette direction 
ont ete obtenus depuis par I'ecole de Mayence. 
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non triviale a une dimension divisible par le denominateur de cette pente, ce qui 
est absurde d'apres la proposition precedente. □ 

A. 1.3. Remarque. Ceci s' applique a la categorie tannakienne engendree par le 
module differentiel de Bessel sur I'anneau de Robba TZ diadique, cf. [^]. Dans ce 
cas, les pentes sont 0, 1/3, 1/2. On trouve des irreductibles non-triviaux de pente 
nulle, mais trivialisables par ramification kummerienne z \—>- z^. 

Appendice B. Extensions de Picard-Vessiot inhnies 

B. l. Dans cet appendice, on etend, faute de reference, une petite partie de la 
theorie de Picard-Vessiot au cas d'une categorie tannakienne non necessairement 
algebrique de modules differentiels. 

Soit (L, d) un corps differentiel de corps de constantes algebriquement clos E = 
L^. Par module differentiel sur L, on entend un L [5] -module de dimension finie 
en tant que L-espace. Si {C,d) est un corps differentiel extension de {L,d), on 
dit qu'un module differentiel M sur L est soluble dans C si I'homomorphisme 
canonique (M 0^ C)^ £ — > M (g)^ C est un isomorphisme. 

Soit T une categorie tannakienne sur E dont les objets sont des modules differentiels 
sur L. Observons que T est essentiellement petite, et que le cardinal de I'ensemble 
des classes d'isomorphisme d'objets est < \L\. 

B.1.1. Definition. On dit que {C, d) est une extension de Picard-Vessiot (fraction- 
naire) de (L, d) pour T si les conditions suivantes sont satisfaites : 

i) = E, 

il) tout objet de T est soluble dans L, 
Hi) {C, d) est minimal pour ces proprietes. 

Lorsque T est algebrique (i.e. si tout objet est sous-quotient d'une somme finie 
de M®" (g) (M^)*^™ pour un objet M convenable), I'existence - et I'unicite a 
isomorphisme non unique pres - d'une extension de Picard-Vessiot est connue, cf. 
e.g. [|3], 3, A.l],||, 3.4.4.4]. 

Sous ii), il est facile de voir que la condition Hi) equivaut a 

iv) C est engendre, en tant que corps, par les sous-L-espaces^ < A^^, (A^ 
C)^ >, oii A^ decrit un ensemble de representants des classes d'isomorphismes 
d'objets de T, et < > est le crochet de dualite. 

6.1.2. Definition. Nous dirons que (£, d) est une extension de Picard-Vessiot par- 
tielle de (L, d) pour T si les conditions i) et iv) ci-dessus sont satisfaites. 

En vertu de iv) et du fait que le cardinal de I'ensemble des classes d'isomor- 
phisme d'objets de T est < \L\, toute extension de Picard-Vessiot partielle verifie 

|£| = \L\. 

B.1.3. Proposition. // existe une extension de Picard-Vessiot {PV(T) , d) de {L, d) 
pour T. 

^^ces sous-espaces sont aussi naturellement des modules differentiels. 
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Demonstration. Fixons un ensemble Q contenant L et de cardinal strictement 
superieur a celui de L. Considerons I'ensemble V des quadruplets (L', +, .,d) ou 
L' est un sous-ensemble de O contenant L, ou +, . sont des lois de composition 
faisant de L' un corps, et ou d est une derivation faisant de (L', d) une extension 
de Picard-Vessiot partielle de (L, d) pour T. On munit V d'un ordre partiel corres- 
pondant a la notion de sous-corps differentiel. II est facile de voir que la reunion 
d'une chaine d'elements de V est encore un element de V. Par Zom, il existe un 
element maximal contenant (L, +, ., d). Notons {PV{T), d) ce corps differentiel. 

II s'agit de montrer que tout objet M de T est soluble dans PV{T). Pour cela 
considerons une extension de Picard-Vessiot C de PV{T) pour (la categoric tan- 
nakienne engendree par) le module differentiel M ®l PV{T) sur PV{T). On a 
\C\ = \L\, done C est plongeable dans Q. 

II suffit alors de montrer que C = PV{T), ce qui, par maximalite de PV{T), 
revient a montrer que C est une extension de Picard-Vessiot partielle de L pour T. 

Verifions i) : comme C est une extension de Picard-Vessiot pour M ®l PV{T), 
on a £^ = PV{Tf, done C = E. 

Verifions iv) : soit £' le sous-corps de C engendre par les < , (A^ >C)'^ >, 
oij N decrit un ensemble de representants des classes d'isomorphismes d'objets de 
T. II contient PV{T), done aussi les < N"^ (^lPV{T), (Ni^lJC)^ > ou N decrit 
un ensemble de representants des classes d'isomorphismes d'objets de la categoric 
tannakienne engendree par le module differentiel M ®lPV{T). Comme C est une 
extension de Picard-Vessiot pour M ®l PV{T), on conclut que C = C □ 

B.1.4. CoroUaire. La categoric tannakienne T est neutre. 

En effet, comme dans le cas usuel (oii T est algebrique), on a un foncteur fibre 
T VecE "donne par" M ^ {M ®l PV{T)f. □ 

B.1.5. Remarque. Comme dans le cas usuel, on peut montrer que PV{T) est 
unique a isomorphisme non unique pres. 
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